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Funciones trigonómetricas1
unidad

Capacidades

Aplica fórmulas trigo-
nométricas en el cálculo de 
funciones trigonométricas 
de distintos valores de 
ángulos.

•	 Seno, coseno y tangente 
de la suma y diferencia 
de ángulos.

•	 Seno, coseno y tangente 
del doble de un ángulo.

•	 Seno, coseno y tangente 
de la mitad de un ángulo.

Alrededor del siglo IV a.C. la Matemática comenzó a de-
sarrollarse de forma organizada. Tenemos conocimiento 
de que, todavía antes de esa época, existían pueblos, como 
los egipcios y babilonios, que usaban matemática para re-
solver problemas que se presentaban en sus comunidades. 
Más, sus fórmulas descubiertas a través de experiencias, no 
siempre eran correctas.

Ese desarrollo organizado de la Matemática tuvo su origen 
en la antigua Grecia debido, en especial, al descubrimiento 
de dos genios, Tales y Pitágoras.

Pitágoras (585-500 a.C.).

Filosofo griego, nació en Samos y murió en Metaponte. 
Fundó la secuela de Crotona, una sociedad secreta de 
tipo político-religioso, que contribuyó al desarrollo de la 
Aritmética, del Álgebra y la Geometría.

Pitágoras, fue el primero en acomodar las especulaciones 
filosóficas, los conceptos fundamentales de la matemática. Hizo del número el principio uni-
versal por excelencia. A él y a sus discípulos, los pitagóricos, se debe el uso sistemático de la 
tabla de multiplicar, el estudio de los números primos y compuestos, el método de extracción 
de raíces, etc. Y sobre todo, el famoso Teorema de Pitágoras sobre los cuadrados de los lados de 
un triángulo rectángulo.

Iniciamos el estudio de esta unidad abordando el tema sobre el conjunto de los números reales por 
considerar que los principales objetivos de la matemática se relacionan con los números y las figuras 
geométricas.

A lo largo del estudio de la matemática hemos ido operando en los diferentes campos numéricos, como 
se ilustra en estas páginas.

Analizamos la siguiente situación.

•	 La empresa “Los Laureles” debe comprar agua destilada y fraccionar en botellas de 1 litro para la 
venta. El proveedor enviará un tanque en forma de cubo con un volumen de 1000 m3 de agua, que 
se colocará en un soporte.

	 El tanque debe estar a una altura que permita la carga de las botellas por gravedad. La dueña de la 
empresa desea saber:

a)	 La medida de la artista para construir un soporte del tamaño apropiado para subir el tanque.

b)	 La medida de la diagonal de las caras del tanque, porque necesitan colocar bandas plásticas de 
colores para identificar el producto que contiene.

*	 Comprendemos el problema.

	 El volumen del tanque es: V = 1000 m3. 

1.1	 Los números reales
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-	 Luego:

	 La medida de la arista del cubo es 10m.

•	 Cálculo de la diagonal de las caras del tanque.

-	 Aplicamos la fórmula de Pitágoras: a2 = b2 + c2

-	 En nuestro caso tenemos… d 2 = a 2 + a 2 → d =     a 2 + a 2 → d =   2a 2 ; d = a   2

-	 Remplazamos… d = 10   2  → número irracional

-	 Luego:

	 La medida de la diagonal de las caras del tanque es 10   2 m.

*	 Examinamos la solución obtenida usando la calculadora.

-	 Analizamos la siguiente situación:

	 Aplicando el Teorema de Pitágoras, calculamos la medida de la diagonal de los cuadradros de lados 1m y 2m.

	 a)	 Cuadrado M: lado (l) = 1 m

	 Queremos conocer la arista del tanque.

*	 Concebimos un plan de solución.

	 - Calculamos la arista, despejando de la fórmula de volumen.

	 - Calculamos la diagonal usando la fórmula de Pitágoras.

*	 Ejecutamos el plan.

	 - Cálculo de la arista del cubo:

Averiguamos en la biblioteca las 
características del agua destilada 
y su uso.

V = a3	 a = 3  V

a = 3 1000 m3 = 10 m

a = 10 m → número racional

*	 Comprendemos el problema.

	 - ¿Qué datos proporciona el problema y qué pide que se calcule?

	 Leemos el problema, extraemos los datos y la incógnita y trazamos la figura:

	 - Tenemos como dato la medida del lado del cuadrado: l = 1 m

	 - La incógnita es la diagonal (d) del cuadrado

	 - Trazamos la figura:
	

*	 Concebimos un plan de solución.

•	 ¿Qué se puede hacer para resolver el problema?

-	 Observamos la figura del cuadrado y vemos que sus dos lados junto con la diagonal, forman un 
triángulo rectángulo.

-	 Los lados son los catetos del triángulo rectángulo.

-	 La diagonal del cuadrado es la hipotenusa.

-	 Para resolver el problema podemos aplicar la fórmula de Pitágoras:
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*	 Ejecutamos el plan.

•	 Resolvemos el problema

					     a 2 = b 2 + c 2. O sea,

					     d 2 = l 2 + l 2

-	 Reemplazamos: d 2 = 12 + 12 = 1 + 1 = 2 → d 2 = 2

-	 Despejamos "d". =   2 m...número irracional

-	 Luego:

La diagonal del cuadrado mide   2 m

*	 Examinamos la solución obtenida.

¿Es correcta la solución obtenida? Justificamos la respuesta.

b)	 Cuadrado N: lado l = 2m

*	 Comprendemos el problema.

Leemos el problema, extraemos los datos y la incógnita y trazamos la figura.

-	 Dato: lado del cuadrado l = 2m 

-	 Incógnita: la diagonal del cuadrado d = ?

-	 Trazamos la figura:

	 Escala 1m: 1,5 cm

*	 Concebimos un plan de solución.

Veamos qué hacer para resolver el problema.

•	 Observamos la figura del cuadrado y vemos que sus lados, junto con la diagonal, forman un triángulo 
rectángulo.

-	 Los lados son los catetos del triángulo rectángulo.

-	 La diagonal del cuadrado es la hipotenusa.

-	 Para resolver el problema vamos a aplicar la fórmula de Pitágoras.

*	 Ejecutamos el plan.

		  	 a 2 = b 2 + c 2. O sea,

			   d 2 = l 2 + l 2

-	 Reemplazamos: d 2 = 22 + 22 = 4 + 4 = 8 → d 2 = 8

-	 Despejamos "d".

	 d =   8 → d = 2   2 m → número irracional

-	 Luego:

La diagonal del cuadrado mide 2   2 m

*	 Examinamos la solución obtenida.

Describimos el procedimiento que seguimos para resolver el problema.

De acuerdo a los resultados obtenidos en los problemas anteriores podemos concluir que el 
campo de los números reales está constituido por:
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8

5

10

3

64

15
=1,6

Con un número finito de cifras 
decimales.

Con infinitas cifras, pero con un grupo que 
se repite indefinidamente (el periodo).

= 3,33... = 4,2666...

•	 El conjunto de números racionales: es el conjunto de todos los números que pueden escribirse como 
fracción. Se representa por Q.

Analizamos la siguiente situación:

¿Será que todo número positivo posee una raíz cuadrada?

La respuesta es: sí.

•	 Veamos el siguiente ejemplo. Consideramos un triángulo rectángulo con catetos iguales a 1 y tratamos 
de calcular su hipotenusa.

•	 Resolvemos aplicando el Teorema de Pitágoras: En un triángulo rectángulo, el cuadra-
do de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

		  x 2 = 12 + 12
	 	 x 2 = 1 + 1
	 	 x 2 = 2

•	 Ya sabemos que esa ecuación tiene dos soluciones: una positiva y otra negativa. O sea:

	 x = ± √ 2

•	 Pero, como x es una longitud, entonces se representa por un número positivo.

Ejemplos

Decimal finito	 Decimal periódico

Luego:

•	 Tenemos entonces que x es la raíz cuadrada de 2. Pero, ¿qué número es ese?

•	 Sabemos que existe porque observamos su representación en la figura del triángulo. Vamos a ver que, 
en este caso, el número sólo puede ser determinado aproximadamente.

•	 El conjunto de números naturales: es el que nos sirve para designar la cantidad de elementos que tiene 
un conjunto.

	 Se representa por: N = {0, 1, 2, 3,...}.

	 Algunas características importantes son:

−	 Este conjunto tiene un primer elemento, el cero.

−	 Cada número natural tiene un siguiente único, que no es ninguno de los anteriores.

−	 Es un conjunto infinito.

•	 El conjunto de números enteros: es el conjunto formado por los números naturales y los opuestos a los 
naturales distintos del cero. Se representa por: Z = {...−3, −2, −1, 0, 1, 2, 3,...}

•	 El conjunto de los números irracionales: es el conjunto de todos los números que nunca pueden escribirse 
como fracción. Se representa por Q'.

Una fracción     da lugar a un número decimal que puede ser finito, infinito y periódico.
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Números irracionales, son aquellos números con infinitas cifras decimales 
(no periódicas) y que solo podemos conocer por medio de aproximaciones. 
Los mismos no pueden ser expresados como fracción. 

Ejemplo: Las raíces cuadradas de los números que no son cuadrados 
perfectos, como, √2, √3, √5, √6, etc.

Concluimos que 1,4 es una aproximación por defecto de √ 2, o sea, es el valor próximo pero es menor que 
el que buscamos. Vamos entonces a aumentar una cifra decimal más al 1,4 para seguir nuestras tentativas.

	 	 (1,41) 2 = 1,988 ... es menor que 2

	 	 (1,42) 2 = 2,0164 ... es mayor que 2

También concluimos que 1,41 es una aproximación por defecto de √ 2, mejor que la anterior. Podemos 
continuar intentando encontrar una cifra decimal más.

	 	 (1,413) 2 = 1,9966 ... es menor que 2

	 	 (1,414) 2 = 1,9994 ... es menor que 2

	 	 (1,415) 2 = 2,0022 ... es mayor que 2

Tenemos entonces que 1,414 es una aproximación todavía 
mejor para √ 2. Este proceso puede seguir, pero, nunca 
lograremos encontrar un número decimal cuyo cuadrado 
sea exactamente 2. Todo lo que podemos hacer es encon-
trar aproximaciones cada vez mejores para el valor de √ 2.

Una máquina de calcular común, con una tecla 
de raíz cuadrada, realiza eso muy bien. Apretan-
do las teclas  2 y √  encontramos en el visor 
el número 1,4142135, que es una excelente 
aproximación para la raíz cuadrada de 2.

A continuación tenemos el esquema sobre el conjunto de los números reales.

•	 Los números reales están formados por los números racionales y los irracionales.

	 Sintetizando:

Reales
(R)

Racionales
(Q)

Enteros
(Z)

Decimales finitos
Decimales infinitos (periódicos)

Decimales infinitos
(no periódicos)

positivos;
negativos y 
el 0.

positivos
y negativos

Irracionales
(Q')

a.	 Clasifico los siguientes números en racionales e irracionales y justifico mi respuesta.

Actividades de fijación

1)	 3
	 4
2)	 25

3)	 √3

6)	 √54)	 3,24141...

5)	 0,10888...

•	 Hagamos entonces algunas tentativas.
	 	 (1,2) 2 = 1,44 ... es menor que 2
	 	 (1,3) 2 = 1,69 ... es menor que 2
	 	 (1,4) 2 = 1,96 ... es menor que 2, pero es más próximo
	 	 (1,5) 2 = 2,25 ... es mayor que 2
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1)	 3)	2)	

b.	 Utilizo el Teorema de Pitágoras para calcular las diagonales de las siguientes figuras y determino cuáles de las 
respuestas son números racionales y cuáles irracionales.

3 cm

12 cm

2 cm3 
cm

12
 c
m

1 
cm

1.2	 Funciones trigonométricas de la suma o diferencia de dos 
ángulos, ángulo duplo, ángulo medio

1.2.1.	 Seno y coseno de la suma de dos ángulos

1.2.1.1.	 Veamos ahora cómo podemos expresar el seno de la suma de dos ángulos

Figura 1.1.

Figura 1.2.
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1.2.1.2.	 Observando nuevamente la figura 1.2 podemos escribir.

Según la figura 1.2.
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1.2.2	 Seno y coseno de la diferencia de dos ángulos

1.2.2.1.	 Para hallar las fórmulas de sen (a − b) y cos (a − b) simplemente debemos cambiar en 
las dos últimas fórmulas el ángulo b por su opuesto −b, de acuerdo a lo que estudia-
mos anteriormente sobre ángulo simétrico o negativo.
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Actividades de fijación

1.2.2.2.	 Y también:
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1.2.3.1.	 Seno del ángulo doble

1.2.3.2.	 Coseno del ángulo doble

1.2.3.	 Seno y coseno del ángulo doble
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1.2.4.1.	 Coseno del ángulo mitad

1.2.4.	 Seno y coseno del ángulo mitad
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1.2.4.2.	 Seno del ángulo mitad
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Actividades de fijación
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1.3.1.	 Transformación en producto de la suma de dos senos

1.3.	 Transformación en producto de la suma o diferencia de seno 
y coseno de dos ángulos
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1.3.2.	 Transformación en producto de la diferencia de dos senos

1.3.3.	 Transformación en producto de la suma de dos cosenos

1.3.4.	 Transformación en producto de la diferencia de dos cosenos

1.2.1 1.2.2
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1.3.5.	 Transformación en producto de la suma de dos tangentes

1.3.6.	 Transformación en producto de la diferencia de dos tangentes
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Actividades de fijación


